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We will présent several examples in which ideas from ergodic theory can 
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1. Introduction 

Le but de ce rapport est d'expliquer différentes techniques permettant de mon- 
trer l'équidistribution de certains ensembles de points de nature arithmétique sur 
des variétés algébriques définies sur des corps de nombres et de donner des applica- 
tions arithmétiques et géométriques de ces résultats. 

Si X est une variété algébrique sur C et E' une ensemble fini de V(C) on note 
\E\ son cardinal et A^; la mesure de Dirac normalisée 



Si En est une suite d'ensembles finis de ^(C) et /i une mesure de probabilité sur 
X(C), on dit que les En sont équidistribués pour /i si pour toute fonction continue 
bornée / sur X(C) on a 
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Soit X une variété algébrique, une suite de points Xn de X est dite "générique" 
si pour toute sous-variété Y de X,Y ^ X, {n G N , Xn & Y} est un ensemble fini. 
(Il revient au même de dire que a;„ converge vers le point générique pour la topologie 
de Zariski). 

André et Oort ont formulé un analogue de la conjecture de Manin-Mumford 
démontrée par Raynaud ^H] SHI dans le cadre des variétés de Shimura. Dans ces 
deux conjectures, on dispose de points spéciaux et de variétés spéciales. Pour la 
conjecture de Manin-Mumford l'espace ambiant est une variété abélienne, les points 
spéciaux sont les points de torsion et les variétés spéciales sont les "sous-variétés 
de torsion" (translatés, par un point de torsion, d'une sous- variété abélienne). 
Pour la conjecture d'André-Oort l'espace ambiant est une variété de Shimura, 
les points spéciaux sont les points à multiplication complexe (ou points CM) et 
les sous-variétés spéciales sont les "sous-variétés de type de Hodge" (des com- 
posantes irréductibles de translatés par un opérateur de Hecke de sous- variétés de 
Shimura). Nous préciserons ces définitions plus bas. Dans les deux cas ces con- 
jectures s'énoncent sous la forme: une composante irréductible de l'adhérence de 
Zariski d'un ensemble de points spéciaux est une sous-variété spéciale. 

Dans ce cadre une suite de points Xn de X {X variété abélienne ou X variété 
de Shimura) est dite "stricte" si pour toute sous- variété spéciale Y de X, Y ^ 
X, {n G N ,Xn £ Y} est un ensemble fini. On remarque qu'avec ces définitions 
les conjectures d'André-Oort et de Manin-Mumford se retraduisent de la manière 
suivante: Toute suite stricte de points spéciaux est générique. 

Une conséquence géométrique (conjecturale pour les variétés de Shimura) que 
l'on obtient en considérant l'adhérence de Zariski de l'ensemble des points spéciaux 
d'une sous-variété M de X est l'existence d'un ensemble fini {Si, . . . , Sr} de sous- 
variétés spéciales avec Si C M telle que toute sous-variété spéciale S G M est 
contenue dans l'un des Si. 

Dans la première partie nous décrivons des résultats d'équidistribution pour 
des suites de points de petite hauteur sur des variétés algébriques utilisant la 
géométrie d'Arakelov. Le résultat le plus marquant est la résolution de la con- 
jecture de Bogomolov (qui généralise la conjecture de Manin-Mumford et en donne 
une nouvelle démonstration) pour les variétés abéliennes due à Zhang ^] et à 
l'auteur du rapport |22| . 

Dans la deuxième partie nous expliquons des résutats d'équidistribution de 
points de Hecke sur des variétés de la forme X ~ r\G(K) pour un groupe algébrique 
semi-simple et simplement connexe G et un réseau F. Les méthodes combinent 
théorie spectrale et théorie des représentations. 

Dans la troisième partie nous présentons des énoncés largement conjecturaux 
pour l'équidistribution des points à multiplication complexe des variétés de Shimura. 
La théorie analytique des nombres via les familles de fonctions L et la théorie des 
formes automorphes y jouent un rôle central. 

Dans une dernière partie nous expliquons comment la théorie de Ratner et 
Margulis permet de démontrer des résultats d'équidistribution pour des suites de 
sous-variétés "fortement spéciales" (appartenant à une classe assez large de sous- 
variétés spéciales de dimension positive) des variétés de Shimura. Nous expli- 



Théorie Ergodique et Géométrie Arithmétique. 



199 



querons la relation avec la conséquence géométrique de la conjecture d'André-Oort 
précédemment décrite. 

2. Equidistribution des points de petite hauteur 

Exemple 2.1 On prend X = G™, En l'ensemble des racines n-ième de l'unité, 
En est équidistribué pour la mesure uniforme sur le cercle unité En utilisant 
l'irréductibilité du polynôme cyclotomique on voit que l'orbite sous Galois d'une 
racine n-ième primitive de l'unité est aussi équidistribuée pour 

Exemple 2.2 On prend X = E une courbe elliptique sur C et En l'ensemble des 
points de n torsion, alors En est équidistribué pour la mesure de Harr normalisée 
sur E{C). Si E est défini sur un coprs de nombres K et E n'a pas de multiplication 
complexe, par le théorème de l'image ouverte de Serre, pour tout nombre premier p 
assez grand le groupe de Galois agit transitivement sur les points d'ordre p. On en 
déduit encore que les orbites sous Galois des points d'ordre p sont équidistribuées 
pour la mesure de Haar normalisée. 

La théorie d'Arakelov a permis de comprendre ces énoncés d'une manière bien 
plus générale. On montre |21| pour une variété arithmétique un théorème général 
d'équidistribution des orbites sous Galois de suite génériques de points dont la 
hauteur (à la Arakelov) tend vers 0. Les exemples précédents correspondent à des 
suites de points de hauteurs nulles. Pour les variétés abéliennes on obtient avec 
Szpiro et Zhang le résultat suivant (qui donne des informations nouvelles même 
pour les points de torsion des courbes elliptiques à multiplication complexe): 

Théorème 2.3 21 Soit A une variété ahélienne sur un corps de nombres K . On 
note Hnt la hauteur de Néron-Tate sur les points algébriques de A (associée à 
un fibré inversible ample symétrique sur X). Soit Xn une suite générique de points 
algébriques de A telle que h^Tixn) tend vers 0. Pour toute place à l'infini a V orbite 
sous Galois de Xn est équidistribuée pour la mesure de Haar normalisée d^a de 
A„{C). 

L'analogue de cet énoncé pour GJ'„ a été montré par Bilu T sans théorie 
d'Arakelov. Une extension pour certaines variétés semi-abéliennes de ces résultats 
a été obtenue par Chambert-Loir 6, par des méthodes Arakeloviennes. On peut 
aussi comprendre grâce aux travaux de Autissier ^ l'exemple 12.11 comme un cas 
particulier de théorème d'équidistribution vers la mesure d'équilibre d'un compact 
de capacité 1 de l'orbite sous Galois d'une suite de points entiers algébriques. 

On trouvera dans |25| comment on obtient la conjecture de Bogomolov en 
produisant une contradiction sur les mesures limites de suites de mesures associées 
à des orbites sous Galois de points de petite hauteur. Retenons l'énoncé suivant dû 
à l'auteur [221 pour les courbes de genre g > 2 dans leur jacobienne et étendu en 
dimension arbitraire par Zhang j24|: 
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Théorème 2.4 Soit X une sous-variété d'une variété abélienne A définie sur un 
corps de nombres K. Grâce à la conjecture de Manin-Mumford démontrée par 
Raynaud \iyf . on sait qu'il existe des sous-variétés de torsion (éventuellement de 
dimension 0) {Ti,...,Tr}, Ti C X tels que si T C X est une sous-variété de 
torsion alors T d Ti pour un certain i. Il existe alors c > tel que si P est un 
point algébrique de X et P ^ Ul^^Ti alors h^TiP) > c. 

3. Equidistribution des points de Hecke 

Soient G un groupe algébrique linéaire presque simple et simplement connexe 
sur Q, r C G{Q) un réseau de congruence et X — r\G(M). Soit /zq la mesure 
invariante normalisée sur X . Pour tout a G G(Q) on a une décomposition 

TaT - ufl^'^ra, 

avec deg{a) — |r\rar| e N. Pour tout x E X, on note Ta-x l'ensemble des aiX 
compté avec multiplicité. L'opérateur de Hecke Ta ainsi défini est une correspon- 
dance de degré deg{a) sur X; il induit une opération sur les espaces de fonctions 
L'^(X,^o) (fonctions de carrés intégrables sur X) et C^{X) (fonctions continues 
bornées sur X) par 

^ deg{a) 
Ta-I{x) = , , . V f{a^x). 

deg{a) ^ 

Avec Clozel et Oh nous obtenons 

Théorème 3.1 On suppose que le Q-rang de G est différent de 0. Soit a„ G G{Q) 
une suite telle que deg(a„) oo. Pour tout x E X les Ta^-X sont équidistribués 
pour /io- De plus pour tout f G L'^{X, /io) on a la convergence 

\\Ta„.f~ f /-MoIIl^ ^0. 
Jx 

On a en fait des résultats aussi dans le cas ou le Q-rang de G vaut 0. La 
méthode de démonstration fournit des estimations très précises pour la vitesse de 
convergence dans le théorème L^. Si on dispose de plus de régularité sur / (par 
exemple / C°° à support compact), cete vitesse est obtenue aussi pour la conver- 
gence simple (ou uniforme sur les compacts). Pour G = SLn {n >i) on G — Sp2n 
(n > 2) ces estimations sont essentiellement optimales. 

On montre par des méthodes classiques que l'énoncé de convergence simple 
du théorème se déduit de l'énoncé L^. Pour montrer le théorème L"^ on écrit la 
décomposition spectrale de LP'{X,^q) sous la forme adélique. Une fonction in- 
tervenant dans la décomposition spectrale est alors propre pour les opérateurs de 
Hecke et les valeurs propres s'interprètent comme des coefficients matriciaux de 
représentations locales associées à (j). Pour montrer le théorème sous la forme L^, 
on doit montrer que Ta^4> ^ quand n ^ oo au sens L^. On se ramène ainsi à 
contrôler la décroissance de ces coefficients matriciaux. En Q-rang r > 2 on dispose 
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d'assez d'informations sur le dual unitaire pour conclure grâce aux travaux de Oh 
(11?!, théorème 5.7). En Q-rang 1 on utilise un principe de restriction à la Burger- 
Sarnak en une place finie démontré dans 0] et une approximation de la conjecture 
de Ramanujan pour SL2. 

4. Equidistribution des points CM des variétés de 
Shimura 

Nous devons préciser un peu les définitions relatives aux variétés de Shimura 
afin d'expliquer ce que l'on entend par l'équidistribution des points CM. 

Soit [G,X) une donnée de Shimura; G est un groupe algébrique réductif sur 
Q et X est une G(E) classe de conjuguaison de morphismes 

h: S^Gm 

(S — Res c/R^m est le tore de Deligne) vérifiant les 3 propriétés de Deligne ^Uj 
Les composantes irréductibles de X sont alors des domaines symétriques hermitiens. 

Soient A/ l'anneau des adèles finies de Q et un sous-groupe compact ouvert 
de G(A), on définit sur le corps C la variété de Shimura 

ShK{G,X) ^ G{Q)\X X G{kf )/K. 

On vérifie que Shpc{G, X) est une réunion finie de quotients de composantes 
irréductibles de X par des sous-groupes de congruences de G(Q). Par ailleurs 
SHkIG, X) a un "modèle canonique" sur un corps de nombres E{G, X) ne dépendant 
que de la donnée de Shimura {G,X). 

Soit (Gi,Xi) une sous-donnée de Shimura de {G,X), on dispose alors d'une 
application canonique 

/ : ShiinGiiAf) — > ShK{G,X). 

Une sous- variété de type de Hodge est une composante irréductible d'un translaté 
de l'image d'un tel morphisme par une correspondance de Hecke. (Moonen |15 | 
caractérise ces sous- variétés en termes de variations de structures de Hodge, d'oîi le 
nom.) 

Pour /i : S ^ Ge, /i G X, on définit le groupe de Mumford-Tate MT{h) de h 
comme le plus petit Q-sous-groupe H de G tel que h se factorise par Ht^. Si MT{h) 
est un tore, on dit que h est spécial. Les points spéciaux de ShxiG, X) sont les 
points de la forme [h,gK] avec g G G{Af) et h spécial. 

Fixons ho € X un élément spécial et Tq = MTiho). L'ensemble 

S[ho) = {[ho,gK], g^G{k})} 

est appelé ensemble des points spéciaux de "type /iq" de X. On a une action de 
To{Af) sur S{ho) donnée par t.[ho,gK] = [ho,tgK]. Pour tout g S G(A/), l'orbite 
sous To(A/) de [ho, gK] est finie, on appelle "orbite torique" de [ho, gK] cette orbite. 
La première question naturelle est 
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Question 4.1 Soit x„ = [hn,gnK] une suite générique de points spéciaux de S = 
ShxiG, X). Est-il vrai que l'orbite torique de x„ est équidistribuée pour la mesure 
invariante normalisée de Shx{G, X). 

Notons qu'il n'est déjà pas à priori évident de prévoir la proportion des points 
de l'orbite torique dans les composantes de S. Il est peut-être plus réaliste de 
travailler dans chaque composante connexe de S (comme dans la dernière partie de 
ce texte). Nous tairons dans la suite ces problèmes de non connexité. 

Les premiers résultats pour ces questions sont dus à Duke ^] pour la courbe 
modulaire 1^(1) = S'L(2,Z)\H. Il montre l'équidistribution des points à multiplica- 
tion complexe par l'anneau des entiers Ok quand le discriminant tend vers l'infini. 
Nous expliquons dans 0], en utilisant en plus des résultats sur l'équidistribution 
des points de Hecke comment obtenir l'équidistribution des points à multiplica- 
tion complexe par un ordre arbitraire de Ok quand le discriminant tend vers 
l'infini. Nous pensons plus généralement que la question |4. Il est liée aux problèmes 
d'équidistribution des points de Hecke décrits précédemment. 

Des résultats pour l'équidistribution des orbites toriques de points CM sont 
annoncés par S. Zhang [^HI pour les courbes de Shimura et plus généralement des 
variétés de Shimura de type quaternionique via un avatar de la formule de Gross- 
Zagier. Pour les variétés modulaires de Hilbert des résultats de ce type sont an- 
noncés indépendamment par P. Cohen (par la méthode originale de Duke) et 
par S. Zhang. 

Les méthodes pour prouver ces énoncés comportent trois étapes que l'on va 
décrire de manière imprécise pour la concision de ce rapport. Soit S une variété 
de Shimura, soit / une fonction non constante intervenant dans la décomposition 
spectrale de S, soit Xn & S une suite de points CM et En son orbite torique. On 
doit montrer que 



La fonction / est alors une forme automorphe. La première étape est de montrer une 
"formule de classe" reliant -j^^ J2y£E fiv) ^ valeur de la fonction L de /, tordue 
par une forme automorphe que l'on définit à partir de au point critique. Ce type 
de formule est obtenu par Waldspurger '23^ pour des algèbres de quaternions sur 
un corps de nombres F et revisité par Zhang (26jdans le but d'obtenir les résultats 
d'équidistribution. 

Une fois la formule de classe établie, on dispose d'une famille de fonctions 
L indexée par les entiers. On définit à partir de l'équation fonctionnelle de ces 
fonctions une notion de "conducteur analytique" g„. L'hypothèse de Riemann (ou 
de Lindelôf) prévoit une borne en O(g^) pour la valeur critique de la fonction L 
considérée. Dans tous les exemples considérés, il est remarquable que pour mon- 
trer l'équidistribution il faut améliorer la borne triviale (donnée par le principe de 
convexité de Phragmen-Lindelôf). Ce genre de questions a reçu une attention con- 
sidérable en théorie analytique des nombres et a été résolue dans de nombreux cas. 
On pourra consulter la série de papiers et |14| pour une présentation des prin- 
cipaux résultats et applications de ce cercle d'idées. Notons que la démonstration 




(1) 
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de l'équidistribution des orbites toriques de points CM sur les variétés modulaires 
de Hilbert utihse les résultats spectaculaires récents 

Pour les applications éventuelles à des énoncés arithmétiques, il paraît im- 
portant de remplacer les orbites toriques par les orbites sous Galois. De manière 
générale si [h, gK] est un point CM d'une variété de Shimura, T = MT{h) est le 
tore associé et E = E{T, h) est le corps réflexe de la variété de Shimura associé à 
la donnée de Shimura (T, h), l'action de Galois (cf ^Hli )se factorise à travers 
l'action de T(A/) via un morphisme de réciprocité (et la théorie du corps de classe). 

r : ResE /QGrn,E — > T 

qui induit un morphisme non surjectif en général 

r : ResE/qGm^E{à.f) — > T{Af). 

On s'attend néanmoins à une réponse positive à la question suivante: 

Question 4.2 Soit a;„ une suite générique de points CM sur une variété de Shimura 
S, est-il vrai que les orbites sous Galois 0(xn) sont équidistribuées dans S pour la 
mesure invariante? 

De manière encore plus optimiste, on espère (par analogie avec le cas des 
variétés abéliennes) que le même résultat est encore vrai pour des suites strictes 
de points CM. Ce serait une conséquence de la conjecture d'André-Oort et de la 
question précédente. Notons que nous espérons que des résultats d'équidistribution 
pour les points CM soient en fait une étape pour montrer la conjecture en question 
. (C'est au moins ce qui se passe dans le cas des variétés abéliennes). 

5. Equidistribution de sous- variétés spéciales 

Cette partie décrit un travail en cours de préparation en commun avec 
L. Clozel. Soit S une composante irréductible d'une variété de Shimura. Une 
conséquence géométrique frappante de la conjecture d'André et Oort est la suivante: 
Soit Y une sous- variété de 5, il existe un ensemble fini {5*1, . . . , Sr \ de sous- variétés 
spéciales avec Si C Y pour tout i tel que toute variété spéciale Z àe S contenue 
dans Y est en fait contenue dans un des Si. 

Supposons que S est une composante irréductible de ShK{G,X) pour un 
groupe G que l'on suppose adjoint (pour simplifier). On a vu qu'une sous- variété 
spéciale M est associée à une sous-donnée de Shimura {Gi,Xi). Si Gi est semi- 
simple et Xi contient un point spécial xi tel que le tore associé T = AIT{xi) C Gi 
est tel que Tr est un tore maximal compact de G, on dit que M est fortement 
spéciale. Par exemple les variétés modulaires de Hilbert (associées à des corps to- 
talement réels de degré n sur Q) sont fortement spéciales dans l'espace de module An 
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension n. On peut montrer: 

Théorème 5.1 Soit Y une sous-variété d'une variété de Shimura S. Il existe un 
ensemble fini {5*1, . . . ,Sk\ de sous-variétés fortement spéciales de dimension pos- 
itive Si C Y tel que si Z est une sous-variété fortement spéciale de dimension 
positive avec Z C Y alors Z C Si pour un certain i £ {1, . . . , k}. 
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Notons que cet énoncé ne dit rien sur les sous- variétés spéciales de dimension 
(les points spéciaux), notons cependant le corollaire suivant: 

Corollaire 5.2 Soit Y une sous-variété stricte de An, il existe au plus un nombre 
fini de sous-variétés modulaires de Hilbert contenu dans Y . 

Le théorème 15 .11 se déduit d'un énoncé ergodique. Toute sous- variété spéciale 
Z de S est muni d'une manière canonique d'une mesure de probabilité /i^. 

Théorème 5.3 Soit Sn une suite de sous-variétés fortement spéciales Soit fin la 
mesure de probabilité associée à Sn- H existe une sous-variété fortement spéciale 
Z et une sous-suite qui converge faiblement vers fiz- De plus Z contient 
pour tout k assez grand. 

On obtient la preuve du théorème lS.ll en considérant une suite de sous- variétés 
fortement spéciales maximales Sn parmi les sous-variétés fortement spéciales con- 
tenues dans Y. En passant à une sous-suite on peut supposer que /z„ converge 
faiblement vers fiz- Comme le support de /iz est contenu dans Y, on en déduit que 
Z C Y. Par la maximalité des Sn et le fait que Sn C Z pour tout n assez grand, 
on en déduit que la suite Sn est stationaire. 

On peut aussi réécrire cet énoncé avec la terminologie de On dit qu'une 
suite Sn de sous-variétés fortement spéciales est stricte si pour toute sous-variété 
fortement spéciale M de S, 

{n eN, SnC M} 

est fini. On peut d'ailleurs prendre dans cette définition M spéciale car une sous- 
variété spéciale contenant une sous- variété fortement spéciale est automatiquement 
fortement spéciale. Dans ce language le théorème 15.31 admet comme corollaire 
immédiat: 

Corollaire 5.4 Soit Sn une suite stricte de sous-variétés fortement spéciales de S. 
Soit Un M mesures de probabilités associées sur Sn et S . La suite fin converge 
faiblement vers fi. 

On peut appliquer cet énoncé à des suites de sous- variétés fortement spéciales 
maximales. La condition d'être stricte signifie alors de ne pas avoir de sous-suites 
constantes. C'est par exemple le cas pour les variétés modulaires de Hilbert dans 
le modules des variétés abéliennes principalement polarisées An- 

La preuve du théorème 15.31 repose sur des résulats de Mozes et Shah JH] 
qui précisent la conjecture de Raghunathan démontrée par Ratner [201 ■ Si S = 
T\G(K)/ Koc pour un sous-groupe compact maximal K.-^: et un réseau de congruence 
F, on note r+ G'(R) + nL et S* = r+\G'(R)+. Si H est un sous- groupe semi-simple 
de G(K.)+ tel que r+ DH est un réseau de H alors Mh = r+ r\H\H est fermé dans 
iS* et est muni canoniqucmcnt d'une mesure de probabilité iï- invariante fin- 

Si Mh„ est une suite de telles sous- variétés de S, le théorème de Mozes Shah 
[Tïï| permet sous certaines hypothèses; au besoin en passant à une sous-suite; de 
montrer la convergence faible de /i//^ vers une mesure fin canoniquement associée 
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à un Mh = r+ n H\H. En général les sous-groupes iî„ n'induisent pas de sous- 
variétés spéciales sur S car iî„ n'est pas toujours réductif et même si iî„ est réductif 
l'espace symétrique associé à iJ„ n'a aucune raison d'être hermitien. Un des points 
clefs de la démonstration est de vérifier que si les Hn induisent des sous-variétés 
fortement spéciales il en est de même pour H. Pour passer de résultats sur S à des 
résultats sur S on utilise aussi des résultats de Dani et Margulis ([^thm. 2) qui 
donnent des critères de retour vers des compacts pour des flots unipotents sur S. 
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